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В то же время для изучения функции оптимального значения представляют интерес и 
вторые ее производные по направлениям. 
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Определим производную второго порядка функции φ в точке xo по направлениям 
1 2,x x  как                
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В [1,2] показано, что существование 0 1 2( ; , )x x xϕ′′  обеспечивают условия R-
регулярностью задачи (или более жесткими условиями) и дополнительным требованием 
выполнения сильного достаточного условия второго порядка 
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для всех ненулевых { }0 0 0( ) ( ;0) | ( ), 0yy D z y z f z y∈ = ∈Γ 〈∇ 〉 ≤ . 
Очевидно, такое условие никогда не выполняется в параметрических задачах мате-
матического программирования, где функции f(x, y), hi (x, y) i = 1, … , p линейны по пере-
менной у. Покажем, что тем не менее производные второго порядка функции оптималь-
ного значения существуют в этом случае даже без каких-либо значительных дополни-
тельных предположений. 
Теорема. Пусть в R-регулярной задаче Р(х0) функции f(x,y), hi(x, y) i = 1,…, p линейны 
по переменной у и их вторые производные локально липшицевы. Тогда в точке 0x  суще-
ствует производная второго порядка функции φ по всем направлениям 1 2,x x , причем  
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В работе рассматривается дифференциальное уравнение второго порядка типа Риккати 
0)()()')(()'3'')(( 322130 =++++++ xayxayyxayyyyxa    (1) 
и система Лотке – Вольтера вида [1] 
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где −qpba ,,, постоянные.  
1. Исследование уравнения (1) интересно с точки зрения его связи с линейными 
дифференциальными уравнениями третьего порядка. Оно редуцируется к таким урав-
нениям с искомой функцией u  посредством замены uxyu )(' = . Уравнение (1) изучалось 
с помощью аналитических и численных методов. Для уравнения (1), когда коэффициен-
ты )(),(),( 321 xaxaxa  равны нулю, можно найти общее решение в виде 
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где −21 , CC произвольные постоянные. Его график для различных значений произволь-
ных постоянных представлен на рис. 1. Для неинтегрируемых в квадратурах случаев 
уравнения (1) использовались численные методы, реализованные в системе Mathemati-
ca [2]. Так, например, для уравнения (1) с коэффициентами ,x)x(a,1)x(a 210 ==  
0)x(a,0)x(a 32 ==  посредством интерполяционных функций построены интегральные 
кривые, соответствующие решениям задач Коши (рис. 2). Представляет интерес изуче-
ние уравнения (1) также с точки зрения аналитической теории дифференциальных 
уравнений, поскольку его решения не имеют подвижных критических особых точек. Так, 
например, визуализация мнимой части решения (3) имеет вид, представленный на рис. 
3 (где имеются четыре простых полюса). 
2. Интересными и важными приложениями теории устойчивости обыкновенных диф-
ференциальных уравнений являются экологические задачи взаимодействия двух или 
более видов, живущих в одной локальной области. Рассмотрим модель «хищник-
жертва» [1], соответствующую двухвидовой задаче сосуществования лис и кроликов, 
живущих в одном лесном массиве. Пусть х – число кроликов, у – число лис и t означает 
время. Тогда возникает система двух дифференциальных уравнений вида (2). Эта сис-
тема имеет нетривиальную точку равновесия (рис. 4) – устойчивый центр. Рассмотрены 
также модели трех-видового существования и симуляция двухвидовой модели в режиме 
реального времени. 
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Рисунок 1 – Интегральные кривые уравнения 
0'3'' 3 =++ yyyy  
Рисунок 2 – Интегральные кривые уравнения 
0)'('3'' 223 =++++ yyxyyyy  
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Рисунок 3 – График мнимой части  
функции (3) 
Рисунок 4 – Фазовый портрет системы  
«хищник-жертва» ),32('  ),2(' t −=−= xyyyxxt  
с критическими точками (0;0) и (1.5;2) 
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Рассматриваются задачи поиска и визуализации решений с помощью системы Ma-
thematica для уравнений гиперболического и параболического типов.  
Общее решение одномерного волнового уравнения 2
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(а – параметр) находится в символьном виде 
][][),( 2221 taxCtaxCtxu ++−= , 
где С1, С2 – произвольные функции от своих аргументов, причем ,2 ctax +=  ctax +−= 2  – 
характеристики (с есть произвольная постоянная). Используя функцию Manipulate [1], 
построим модуль, позволяющий изобразить форму поверхности u как функции 
переменных t и x (рис. 1, рис. 2). Аналитическое решение 
]2/)4([]2/)4([),( 212211 xacbbayCxacbbayCtxu −−−−+−−−+= −−  
мы можем получить для дифференциального уравнения  
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